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1. はじめに 
水理学では流線の曲率が無視でき，あるいは水路勾
配がきつくなく流れの鉛直方向加速度を無視すること
ができる場合，圧力分布を静水圧分布とみなせる．し
かし，流れ現象はほとんど非静水圧であり．例えば刃
型堰やダム･クレストを越える流れは，頂部の水面が大
きく曲がるため，流線の曲率の影響を無視し得ず圧力
分布は静水圧とみなすことができない．非静水圧を考
慮した水面形方程式の研究は様々な人がしており。
Boussinesqは流線の曲率半径rは第一近似として水深内で
線形に変化することと仮定して，鉛直加速度を考慮し
て水面の基礎方程式を導出した．新規の研究として，
山田，銭らは，Boussinesq方程式を導出する仮定に従い,
水面の曲率と非均一性水路床の曲率の定義から鉛直加
速度の効果を考慮し，さらに運動量の定理から理論的
に非静水圧分布として非均一性水路床における水面形
方程式を導出した． 
一方，BenjaminとLighthillは開水路をポテンシャルフロ
ーが成立する流れ場として考え，Korteweg-de Vriesのポテ
ンシャルフローにより流れの非圧縮性と非回転性から
導出した流れ関数を用いて，単位幅流量Q，運動量フラ
ックスS及びBernoulli和Rの組み合わせにより理論的に非
静水圧を考慮した水面形方程式を導出した．本研究で
はQRS理論と呼ぶことにする． 
しかし，QRS理論は水平な開水路において非静水圧を
考慮して水面形方程式を導出したが，静水圧を仮定で
きないような勾配の急変部がある非均一性開水路にお
ける水面形に関する研究はしていない．そこで，本研
究ではQRS理論に基づく一次元開水路における非均一性
水路床に普遍的な水面形基本式を新たに提案し，QRS理
論の適用範囲を拡張することを目的とする． 
2. QRS理論の概要 
BenjaminとLighthillのQRS理論は二つの重要な部分があ
る．一つはポテンシャルフローにより導出した流れ関
数である．もう一つは流量Q，エネルギーRと運動量Sの
関係である．河床が摩擦抵抗を無視でき水平な開水路
での流れ場，すなわちポテンシャルフローを取り扱う
場合で単位幅流量，エネルギーと運動量は三つの重要
なことである，かつ単位幅流量，エネルギーと運動量
は常数である．QRS理論では単位幅流量はQで表し，エ
ネルギーはBernoulli和Rで表し，運動量は単位幅運動量S
で表す． 
(1) 流れ場の仮定 
a)  水平水路床でKorteweg-de Vriesにより流れ場の仮定 
流れ場のx方向の速度ベクトルuとy方向の速度ベクト
ルvはそれぞれ流れ関数の偏微分関数は(1)で表している． 




2
2
1
2
2
1
yyv
fyyffu
 (1) 
f,f1,f2…fn,Φ1,Φ2…Φnは(x,t)に関する関数のため，流れ場は
(x,y,t)に関する関数である．定常な流れを考えると，f,Φ
はxのみに関する関数になる．yを0にすると，u=f,v=0と
なる．また底面で鉛直方向速度は0である．また，流れ
場の水平方向xと鉛直方向yに分けられて，u,vは水平方向
による変化するだけではなく，鉛直方向yによるも変化
する特徴である． 
流れ場はポテンシャルフローとして考えているため，
流れは非圧縮性と非回転性として扱う． 
したがって， 非圧縮性流れの連続式により(2)式を得
る．非回転性流れにより，(3)式を得る． 
0





y
v
x
u       (2)   → 
1)1('  nn nf   
0





x
v
y
u  (3)   → '0 11  nnnff  
それぞれポテンシャルフローの非圧縮性と非回転性
により得た(2)式と(3)式を連立して ，(1)式に代入すると， 
(4)となる，未知量u，vの二つからfだけとなった．(5)
式はKorteweg-de Vriesにより仮定した流れ関数である． 
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水平水路床の場合で流れ関数と同じように導出する
   
2015年度 中央大学理工学部都市環境学科修士論文発表会要旨集(2016年 2月) 
 
と，非回転性を満足できず，ポテンシャルフローとし
て考えられなくなる．そこで，非均一性水路床の場合
で流れ場の速度分布をピカールの逐次近似法で導出す
る． 
b)  非均一性水路床でのピカールの逐次近似法によ
る流れ場の仮定 
ピカールの逐次近似法は極限としての初期値問題の
解を逐次近似して求め方法である．まず，初期値とし
て水平方向の速度は(6)式のように仮定する． 
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また，ポテンシャル流において，水平速度uと鉛直速
度vは(7)式を満足している．Φは速度ポテンシャルであ
り，Ψは流れ関数である． 
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境界条件として，水面の流線あるいはy=η(x)時，流れ
関数Ψ(x,y)=Qで，y=z(x)時，流れ関数Ψ(x,y)=0．η(x)は底面
から水面までの高さで，z(x)は非均一性水路床を表して
いる．Qは単位幅流量である． 
そして，初期値u0を(8)式に代入して，境界条件を用い
て，n=1,2,3…ピカールによりそれぞれ一次精度，二次精
度等の流れ関数を求めることができる．その上，導出
した流れ場は非圧縮性流れの連続式により(2)式に適用
し，nは大きければ，大きいほど，非回転性流れにより
(3)式無限に満足できる． 
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具体的な逐次近似の流れは図1に示す． 
本論文で一次精度あるいはΨ1(x,y)のみを考えており，
式(9)となる．一次精度以上のu,v速度分布は複雑で，直
接N-S方程式を解くより，わざわざポテンシャルフロー
で考える意味がなくなってしまう．また簡単にするた
め，η(x)はh(x)+z(x)と書き換える．h(x)は水深である．  
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(2) QRS理論 
a)  水平水路床でのQRS理論 
非静水圧を考慮するため，ベルヌーイの定理である
(10)式(運動量則の圧力項と同じ形にするためかけるg)と
運動量則(11)式の中の，圧力項は静水圧の仮定をせずに，
非静水圧となっている． 
 
 
図-1 ピカールの逐次近似法流れ図 
 
 
 
図-2 KDVによる流れ場 
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(10)式と(11)式を連立すると，(12)式を得る．(12)式を見
ると，ベルヌーイの定理と運動量則を連立し，圧力項
満足したが，未知量はη(x)以外，x方向の速度ベクトルu
とy方向の速度ベクトルvも未知量である．水面形を明ら
かにするため，方程式の中の未知量はη(x)だけにする．
しかし，今一つの方程式において，三つの未知量があ
る．そこで，前述したKdVにより導出した流れ関数を用
いて，二つの未知量u,vは一つの未知量f(x)となる．(4)式
を(12)式に代入すると，(13)式を得る． 
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ここで，Airy(1845)により，任意関数f(x)の一階微分は
高次の項を無視できる．と，図2のような流れ場となる．
水平速度uはxのみの関数で，鉛直速度vは(x,y)の関数であ
る． 
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また，今までQRSの中のRとSを説明したが，もう一
つの流量Qをと残った二つ未知量η(x)、f(x)は(14)式にを示
す関係がある．よって，(14)式より，f(x)=Q/η(x)となる．
したがって，Qも考慮して，(13)式に代入すると，(15)式
で表す．未知量η(x)だけはいている水深η(x)に関する三次
オーダーまで考慮した水面形方程式を得る． Q，R，S
は常数で,上流端のQ=u1h1，R=1/2u12+gh1，S=u12h1+1/2gh12，
を代入すると，水面形を得ることができる． 
)()(),(
)(
0
)(
0
xfxxdy
y
dyuQ
xx
x 




   (14) 
)(2
1
)('
)(6
1
)(
2
1
)(
2
2
2
2
x
Q
x
x
Q
xgxRS



   (15) 
b) 非均一性水路床でQRS理論 
前は水平な水路床における，またKdVにより流れ関数
を用いて，非静水圧を考慮した水面形方程式を導出し
た． 
本節では任意形の底面をy=z(x)と仮定した水路床にお
ける，QRS理論をもとにピカールの逐次近似法により流
れ関数を用いて，非静水圧を考慮した水面形方程式を
導出する． 
Bernoulli和Rは(10)式のままで表せるが，運動量Sは非
均一性水路床により，yに関する積分はz(x)からη(x)間で
の積分することに変わり，(16)式になる．また(10)式と
(16)式を連立すると，(17)式になる． 
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ここまで，BenjaminとLighthillと同じように導出すれば，
未知量を減らすため，ピカールの逐次近似法により仮
定した流れ関数を用いてu,vを(17)式に代入すべきである．
しかし，水路床にz(x)のような突起があり，これにより
流れに抗力Dが作用しており，運動量Sは常量ではなく
なった．それでも，BenjaminとLighthillのようにSも考え
ると，未知量が減少できなくなり，水面形方程式を導
出できない． 
したがって，河床が摩擦抵抗を無視でき，任意形の底
面y=z(x)がある場合，QRSの中にQとRのみ常数である，
よって，QとRしか使えない．一方，BenjaminとLighthill
は水面流線のみのエネルギー保存則で水面形を明らか
にできることを示している．そこで，ピカールの逐次
近似法により導出した一次精度流れ関数(9)式により水
面流線の上であるいはy=η(x)の時水平速度uと鉛直速度v
の分布は(18)式で表す．∂u/∂v=η’(x)と見える． 
 
 
 
 
図-3 ピカールの逐次近似法による水面流線の流速分布 
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速度分布(18)式を(10)式に代入して，二次までの項のみ
考える．また簡単な形にするため，Q2/6gはkと書き換え
る．すると，任意形の底面をy=z(x)と仮定している水路
床における，QRS理論に河床非均一性を考慮した水面形
方程式である (19)式を得る．(19)式において，底面z(x)は
既知で，Q，Rも常量で,上流端のQ=u1h1，R=1/2u12+gh1を
代入すると，水面形を表現できる．  
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3. 数値計算 
本研究でRunge-Kuttaを用いて数値計算する．Runge-
Kuttaとは、数値解析において微分方程式の近似解を求
める一連の方法である．R=1/2u02+gh0を(19)式に代入する
と，h’’(x)に関する式(20)を得る． 
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(20)式はh(x)に関する2階微分であるため，それぞれh(x)
とh’(x)に対してRK4を(21)式に与える．Jは微小空間で流
線勾配の変化値である，Lは微小な空間で変化した水深
である．それぞれRK4でJとLに関して微小変化量の重み
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付き平均で求めて計算する． 
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4.  実験概要 
導出した非均一性水路床における非静水圧を考慮し
た水面形方程式の妥当性・合理性を検証するために，
実験を行った．非均一性水路床を模擬するため，図4に
示したような，水路床におよそ40cmにわたって高さ雅
ε=5cmに達するような凸部を水路床縦断方向に設置し，
全長8m幅0.6mの直線矩形開水路を用いた実験を行った．
計測機器として，流速はピトー管，水深はサーボ式波
高計を用いて計測している． 
5.  結果・考察 
図5は流量表1の実験条件より得た数値計算の結果であ
る．図中の青い点は実験データを示し，赤い線は計算
結果を示している．数値計算結果は上流端境界条件に
与えた水深により変化する．境界条件として与えた水
深が少くでも変化すると，そこで，同じ実験条件の下
で，境界条件として与える水深を変化させることで，
水面形を計算した．導出した式で水深が深くなるほど，
底面の非均一性は水面に与える影響が小さくなるとい
う水面形の特徴がよく再現できる．実験データとます
ます合うのを見える．図6は同じ条件で静水圧と仮定し
て計算した水面形と非静水圧を考慮した水面形の比較
図である．非静水圧と考慮した水面形は実験ともっと
合うと見える．  
6. まとめ 
(1) ピカール逐次漸近法でポテンシャルフローの流れ場
を近似することができた． 
(2) 非静水圧を考慮した非均一な水路床における水面形
方程式を導出できた． 
 (3) 非均一な水路床における非静水圧を考慮した水面
形は静水圧仮定の式より実験結果の水面形をよく 再現
できる． 
(4)  導出した式を用いて水深が深くなるほど，底面の
非均一性は水面に与える影響が小さくなるという水面
形の特徴がよく再現できた． 
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  図-4 実験で用いた開水路の模式図 
 
表-1 実験条件及び凸部形状 
流量(L/s) 勾配 上流Fr数 凸部(cm) 
21.7 0.006 0.3 
25625)( xexz   
 
 
 
 
図-5 実験データと数値計算結果比較図 
 
 
図-6 静水圧と非静水圧の数値計算結果比較図 
 
(非静水圧を考慮した；計算結果は上流境界条件により変化が大き
い；常流から射流へ遷移する部分を表現できる) 
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